Mathematische Grundlagen aus der Mittelstufe

Klaus Schoepe

Editorial

Fiir viele Bildungsgénge der BBS-Cuxhaven muss vor-
ausgesetzt werde, dass die Schiiler auf das in der Mittelstu-
fe erworbene Wissen zuriickgreifen kénnen. Die Bildungs-
ginge der BBS koénnen nicht die Schuljahre 1-9 noch ein-
mal im ,Schnelldurchgang* wiederholen. Selbst punktuel-
les Wiederholen ist oft schwer mdoglich, weil sich die Wis-
sensliicken der Schiilerinnen und Schiiler jeweils an ganz
unterschiedlichen Stellen befinden. Die Schiilerinnen und

Schiiler sind daher aufgefordert, ihre Liicken mdoglichst
selbst oder mit Hilfe eines Forderunterrichtes zu schlieffen.
Diese kleine Broschiire soll dabei helfen. Hier sind die
wichtigsten Informationen zusammengefasst, die man be-
notigt, um den mathematischen Einstieg in eine hohe-
re Schulform zu schaffen. Wir moéchten Thnen mit die-
ser Broschiire die Moglichkeit bieten, Thre mathematischen
Grundlagenkenntnisse zu iiberpriifen und zu vertiefen.

Brauche ich das iiberhaupt?
Ich habe doch immer einen Taschenrechner dabei

Ja, ich brauche es!

Mathematik hat gar nicht so viel mit dem Berechnen
von Zahlen zu tun, sie ist eher wie eine Philosophie - es
geht um Logik. Gerade die hohere Mathematik wagt sich
dabei in abstrakte Welten hinaus, in denen Fremde véllig
hilflos sind, wenn sie nicht die richtige Sprache sprechen
und nicht die nétige Ausriistung dabei haben. Die Spra-
che der Mathematik besteht aus Zahlen, Variablen und
vor allem aus Gleichungen.

Die nétige ja unverzichtbare Ausriistung zum Ver-
stdndnis von Statistik, Differenzialrechnung, Integralrech-
nung und anderen Gebieten der Mathematik ist das sichere
Rechnen. Dabei geht es aber nicht um das Rechnen mit
Zahlen. Das kénnten heutzutage tatséchlich der Taschen-
rechner oder das Smartphone iibernehmen. Viel wichtiger
ist das Rechnen mit Variablen und das fachgerechte
Umstellen von Gleichungen. Denn nur so kénnen neue
Zusammenhénge erforscht, beschrieben und bewiesen wer-
den.
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1 Vokabeln

Variablen Oft verwendet man in Rechnungen einen
Buchstaben oder einen Namen, um damit anzudeuten,
dass an Stelle dieser Stelle eine beliebige andere Zahl ste-
hen koénnte. Solche Platzhalter nennt man Variablen.

Beispiel Apfel kosten 1750% und die Plastiktiite
0,10€ Dann berechnet sich der Apfelpreis aus dem Ge-
wicht  mit der Gleichung
P(z) = 1,504 +0,10€.

Das z ist hier eine Variable.

Konstanten: sind Zahlen, die sich nicht verdndern. Oft
verwendet man fiir hdufig genutzte Konstanten daher auch
Buchstaben, wie die Kreiszahl 7.

Beispiel
dius r ist
U(r) = 2-r 7. Hier ist r eine Variable, weil ein belie-
biger Radius eingesetzt werden kann, die Zahl 7 ist eine

Der Kreisumfang in Abhéngigkeit vom Ra-

1.1 Vokabeln fiir Rechenoperationen

Konstante, weil sie stets den gleichen Wert hat.

Parameter Manchmal setzt man einen Buchstabe auch
als Platzhalter ein, um eine Gleichung an dieser Stelle spé-
ter mit einer Zahl zu optimieren oder anzupassen. Diese
Buchstaben oder Symbole nennt man Parameter.

Term Ein Term ist eine sinnvolle Aneinanderreihung
mathematischer Symbole.

Beispiele x — 3 oder (22 — ra)®

Koeffizienten Wenn vor einer Variablen eine Zahl als
Faktor oder ein Parameter steht, nennt man diese Zahl
oder diesen Parameter auch Koeffizient.

Beispiel In dem Term 6,2z + 222 + a1z + ap ist
die Variable und die Zahlen 6, 2 und 2 sowie die Parameter
a1 und aq sind Koeffizienten.

Term a b c Beispiel
Addition a+b=c Summand Summand Summe 3+8=11,
a3 —2a=a
Subtraktion a—b=c Minuend Subtrahend DIfferenz 11-6=15,
206—1b=19b
Multiplikation | a-b=c Faktor Faktor Produkt 3-8=24,
2a - 4a = 8a®
Division a:b= ¢ =c | Dividend (im | Divisor (im | Quotient 36:9=4,
Bruch: Zihler) Bruch: Nenner) 1§Zb =4b
Potenz a®=c Basis Exponent Potenz 24 = 16,
ad=a-a-a
‘Wurzel Va=c Radikant oder | Wurzelexponent | b-te Wurzel | /64 =4,
‘Wurzelbasis /32=29

1.1.1 Weitere hiufig verwendete Abkiirzungen der Mathematik sind

Zeichen Bedeutung
A logisches ,, und*
\Y, logisches ,, oder*
= ,, daraus folgt*

Beispiele

ich bin nass A ich bin drauften = es regnet

Es regnet = ich bin nass V ich habe einen Regenschirm
r+y=05ANy=0=>2=>5

?=9=2=3Vr=-3
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2 Mengen - Grundlagen und Vokabeln

2.1 Bezeichnungen, Symbole, Fachsprache

Eine Menge ist eine Gruppe von vielen Einzelteilen,
den sogenannten Elementen. Die Menge der moglichen Au-
genzahlen eines normalen Wiirfels ist M = {1,2,3,4,5,6}.
Die Zahlen werden mit Semikolon getrennt, weil sie sonst
von einer Dezimalzahl nicht zu unterscheiden waren.

Man kann Mengen auch als , Blasen* (Venn-

Diagramme) darstellen:

oder einfach

Mengen miissen nicht aus Zahlen bestehen. Die Menge
aller Farben ist auch eine Menge.
Elemente

Die Teile m einer Menge M heifsen Elemente. Man schreibt
m € M, sprich: ,m ist Element der Menge M*“ oder
m ¢ N, wenn m nicht Teil der Menge N ist.

Teilmengen

Eine Teilmenge B ist vollstédndig in der Obermenge A ent-

halten: 7

In mathematischer Kurzschreibweise: B C A

,C* heift ,...ist enthalten in“. Das Symbol ,, C“ heifst
,--1st enthalten oder gleich®.

Oder: A D B bzw. A D B. Das heifit: A ist Obermenge
von B oder gleich B.

Vereinigungsmengen

Die Menge M ist eine Vereinigungsmenge aus den
Mengen A und B, wenn ein Element m der Menge ein
Element der Menge A und/oder der Menge B ist. Man
schreibt: M = A U B.

Im Bild: M = %////;/’777/

o

Schreib- und -Sprechweise

Streng mathematische Schreibweise:
M:{m’mEA\/mGB}

Das wird so iibersetzt bzw. gelesen:

e Die Menge M ist gleich (,M =*)

den Elementen mit dem Namen m ((,m")

fiir die gilt ( ,f)

e m ist Element von A (,m € A¥)

oder (,V¥)

m ist Element von B (,m € BY)

Schnittmengen

Die Menge M ist eine Schnittmenge aus den Mengen A
und B, wenn ein Element m der Menge ein Element der
Menge A und der Menge B ist. Man schreibt:
M=AnNB.

Im Bild: M = «’///3

Schreib- und -Sprechweise
M:{m‘mEA/\mEB}
Das wird so iibersetzt bzw. gelesen:

e Die Menge M ist gleich (,M =*)

e den Elementen mit dem Namen m (,,m")

o fiir die gilt (,|“)
e m ist Element von A (,m € A¥)
o und (%)

e m ist Element von B (,m € B¥)

Differenzmengen

Die Menge M ist die Differenzmenge aus den Mengen A
und B, wenn ein Element m der Menge ein Element der
Menge A ist, aber nicht Element der Menge B. Man
schreibt: M = A \ B.

Im Bild: M = ////}f’B

Schreib- und -Sprechweise
M{m‘mGA/\m¢B}
Das wird so iibersetzt bzw. gelesen:

e Die Menge M ist gleich (,M =)

e den Elementen mit dem Namen m (,,m‘)

fiir die gilt (,f)
e m ist Element von A (,m € A%)
e und (,A%)

e m ist nicht Element von B (,m ¢ B%)

Leere Menge

Die Leere Menge ist eine Menge ohne Elemente.
Schreibweise: M = ()

Selbstkontrolle: Was bedeuten folgende Symbole:
C7g7_,c«_aea¢7Uaﬂ7\7®7‘a{}7/\a\/
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2.2 Die Zahlenmengen N, Z Q,T und R

Es gibt unterschiedliche ,Sorten* von Zahlen.

Die ,natiirlichen Zahlen* N

Zum Zahlen von Gegenstinden braucht man die natiirli-
chen Zahlen:

N ={0,1,2,3,4,..}

Wenn man Zahlen der Menge N addiert oder multipliziert,
erhélt man wieder eine Zahl aus N.

Wird eine grofere Zahl von einer kleineren abgezo-
gen, so erhilt man auch negative Zahlen. Wenn man diese
Rechenoperationen mit Zahlen aus erlaubt, dann braucht
man eine neue Zahlenmenge, denn negative Zahlen sind in
N nicht enthalten.

Die ,,ganzen Zahlen* Z
z={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
Wenn Zahlen durcheinander geteilt werden, entstehen

Briiche oder Dezimalzahlen. Fiir diese hat man die Menge
der rationalen Zahlen Q aufgestellt.

Aufgaben zur Mengenlehre

1. Was bedeutet und warum gilt: NCZ CQ CR

2. Die Menge in der Abblidung rechts ldsst sich schreiben, als M =ANBNC

Die ,rationalen Zahlen“ Q

Q:{q‘q:imita,bGZ/\b#O}

Auf Deutsch: Die Menge der rationalen Zahlen ist die
Menge aller Zahlen ¢, die sich als Bruch zweier ganzer Zah-

len und darstellen lassen, wobei b nicht gleich Null sein
darf.

Die ,irrationalen Zahlen* 1

Es gibt Zahlen, die nicht durch einen Bruch dargestellt
werden kénnen. Solche Zahlen haben unendlich viele Kom-
mastellen, die ohne System aufeinander folgen. Beispiele
fiir irrationale Zahlen sind die Zahl 7, die Eulersche Zahl
e sowie viele Wurzeln, wie V2 und /3.

Die ,,Reellen Zahlen* R

Alle rationalen und irrationalen Zahlen zusammen bilden
die Menge R der reellen Zahlen. Das sind also die Menge
aller nur denkbaren Dezimalzahlen und Briiche.

Wie lautet die mathematische Beschreibung der unten abgebildeten Mengen?

3. Stelle folgende Mengen grafisch dar:
a) (A\B)NnC b)

4. Gegeben sind folgende Zahlenmengen:

A:{aEN

Aus welchen Elementen bestehen folgende Mengen?

a) ANBb) BUC c¢) B\C d) AUB

(ANBYU(ANC)U(BNC)\ (ANBNC) ¢

aSlO},Bz{bEN‘SﬁbSlO}undC:{ceN

C\(AUB)

c=2-nmitné€ N} (= gerade Zahlen)

e) (AUB)\C

f) Wie lasst sich folgende Menge als Vereinigungs-, Schnitt- oder Differenzmenge den Mengen A, B und C

beschreiben?

M = {6,8,10}
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3 Das Koordinatensystem

Messwerte, Punkte, Geraden und Funktionsgrafen wer-
den oft in einem Koordinatensystem dargestellt. Auch
diesbeziiglich gibt es einige Vokabeln zu lernen. Bei den
meisten Anwendungen wird auf den Achsen eine Grofe
abgetragen, wie Zeit, Preis, Geschwindigkeit, oder ande-
res. In diesen Fallen hitten wir keine x- und y-Achse mehr,
sondern z.B. eine Zeit- und eine Strecken-Achse. Es ist da-
her sinnvoll, den Koordinatenachsen Namen zu geben, die
unabhéngig von der jeweiligen Grofle sind. Die horizontale
Achse heifst Abszisse. Hier trigt man im allgemeinen die
freie Variable ab, d.h. die Variable, die frei gew#hlt wer-
den kann. Die vertikale (senkrechte) Achse heifst Ordinate.
Auf der Ordinate werden in der Regel die abhéngigen Va-
riablen abgetragen, d.h. die, die z.B aus den Werten der
Abszisse berechnet werden. Die vier Felder, in die das Ko-
ordinatensystem von der Ordinate und der Abszisse un-
terteilt wird, werden als Quadranten bezeichnet. (Siehe
Abbildung)

4 Allgemeine Rechenregeln

4.1 \Vertauschungs- oder Kommutativge-

setz

Bei der Addition und bei der Multiplikation diirfen die
Summanden bzw. die Faktoren vertauscht werden. Man
sagt, die Addition ist kommutativ. Es gilt:

a+b=b+abzw.a-b=b-a

Bei der Subtraktion und der Division gilt das Kommu-
tativgesetz nicht:

b
a—b;«éb—aunda:b;aéb:abzw.%;«éa

4.2 Verkniipfungs- oder Assoziativgesetz

Die Reihenfolge, in der man Summen und Produkte
16st ist beliebig:

a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c¢)

a-b-c=(a-b)-c=a-(b-c)

Aufgabe Setze fiir a, b und ¢ Zahlen ein und teste die
Rechengesetze in allen Variationen.

Ordinate

2 Quadrant ’ 1. Quadrant
| .| Abszisse
-3 -2 -1 0 1 2 3 o
3 Quadrant 4. Quadrant
% -2

-3

Bezeichnungen im Koordinatensystem

4.3 Verteilungsgesetz oder Distributivge-

setz

Hier geht es um das Ausklammern bzw. darum Klam-
mern aufzulosen:

a-(b+c)=a-b+a-c
a-(b—c)=a-b—a-c
Oder in Bildern:

b C b+c

a + d = d

b c
a — aD = a

Veranschaulichung des Distributivgesetzes

b—c

I
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5 Bruchrechnung

5.1 Was ist ein Bruch?

Mathematisch gesehen, ist ein Bruch eine Division, ei-
ne ,Geteilt-Aufgabe™:

Den Zahler durch den
Nenner teilen:

Anschaulich ist Bruchrechnung wie Torten essen: Der
Nenner gibt an, wie grof bzw. wie klein die Stiicke sind
und der Zahler gibt an, um wie viel Stiicke es sich handelt.

—

e
o2

18

Ein ganzer (3£ = 1) und ein angeschnittener (12 =

5
18 18 6)

Kuchen

Die abgebildeten Torten sind in 18 Stiicke aufgeschnit-
ten. Jedes 1—18—Stiick ist recht klein. Eine halbe Torte be-
steht aus 9 solcher Stiicke: 9 - ﬁ = % = %

Wann immer Sie sich beziiglich der Rechenregeln der
Bruchrechnung nicht sicher sind, versuchen Sie sich den
Sachverhalt in Tortenstiicken vorzustellen.

5.2 Umformen von Briichen

2 Menschen haben 4 Beine, 8 Menschen haben 16 Bei-
ne und 100 Menschen haben 200 Beine. In jedem Fall hat
jeder Mensch nur 2 Beine, die Aussagen sind gleichwertig:

100 1

Menschen 2 8 100
16 200 2

Beine 4

Erweitern: Das Multiplizieren von Z&hler und
Nenner mit der gleichen Zahl verédndert nicht den
Wert des Bruches.

2 24 _ 8

Beispiel: = =25 =

w
w
IS
—_

2

Kiirzen: Das Dividieren von Zahler und Nenner
mit der gleichen Zahl verandert nicht den Wert des
Bruches.

et 1. 27 _27/9 _ 3
Beispiel: 5 = 3670 = 1

5.3 Rechenoperationen mit Briichen
5.3.1 Multiplikation von Zahl und Bruch

Wenn jemand nicht ein Stiick einer der oben abgebilde-

ten Torten ist, sondern 3, dann isst er % des Kuchens:

3.1 _ 1 3_31_3_1

8 — 18 I8 18 6

Eine Zahl wird nur mit dem Zahler eines Bruches
multipliziert.

5.3.2 Multiplikation zweier Briiche

Wenn jemand zwei Drittel eines der oben abgebildeten an-
geschnittenen Kuchens isst, dann isst er 10 Kuchenstiicke:

2 15 2-15 30 10 5

3.18 54 18 9

3 18

Der Zéhler wird mit dem Zé&hler und der Nenner
wird mit dem Nenner multipliziert.

5.3.3 Division von Briichen

Die oben abgebildete angeschnittene }—g—tel Torte soll auf
einen Erwachsenen und zwei Kinder aufgeteilt werden, wo-
bei der figurbewusste Erwachsene nur halb so viel isst, wie
ein Kind. Um zu berechnen, wie viel Stiicke ein Kind essen
kann, muss der Kuchen durch 2,5 = % geteilt werden:

18 2 18 5

15 2 15-2 30 6 1
185 90 18 3

wiefz|n
|

—

ot

ot
|

Man verwendet dazu den Kehrwert des Divisors. Beim
Kehrwert eines Bruches sind der Zahler und der Nenner
vertauscht.

Wenn ein Bruch durch eine Zahl geteilt wird, dann wird
nur der Nenner des Bruches mit dieser Zahl multipliziert:

C—=

1 a-1 a
c b-

(Sl s}

a
b

o
S
o

Fiir das Teilen von Briichen gilt: Mit dem Kehr-
wert Multiplizieren.

5.3.4 Briiche addieren und subtrahieren

Das Addieren und Subtrahieren ist der schwierigste Teil
der Bruchrechnung. Man kann von zwei %—Kuchenstiicken
ohne Messer keinen halben Kuchen abziehen. Aber wenn
man aus % zuerst % macht, dann kann man davon einen
halben Kuchen — nédmlich % — abziehen. Daher gilt die Re-

gel:
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oder 3‘% = 0,123123.... In diesem Fillen gibt es eine Zahl
oder eine Zahlenfolge, die sich unendlich oft wiederholt.
Dieses wird in der Regel mit einem Strich iiber den sich
wiederholenden Zahlen gekennzeichnet: 1 = 0,1 (sprich:

,Null Komma eins Periode”) oder 4= 0,123 (sprich:

,Null Komma eins zwei drei Periode®) .

Beim Addieren und Subtrahieren von Briichen, miis-
sen diese erst auf einen gemeinsamen Nenner ge-
bracht, d.h. erweitert oder gekiirzt werden.

|| <l

Am einfachsten ist es, jeden Bruch mit dem Nenner des
anderen Bruches zu erweitern:

2,4 _ 25 43 _ 10 12 _ 10412 _ 22 5.5 Dezimalzahlen in Briiche umrechnen
53T5=35T53= 15115 15 15
o 4 _ 25 43 _ 10 12 _ 10-12 _ -2 _ 2 Eine Dezimalzahl ist als Bruch darstellbar, wenn sie
3 5735 53715 15 15 T 15 © 15 nicht unendlich viele Stellen hat oder wenn sie unendlich
- . . viele Stellen hat, die sich aber am Ende periodisch wieder-
5.4 Briiche in Dezimalzahlen umrechnen holen.
Um einen Bruch in ei- 3=3:8=0,37
ne Dezimalzahl zu verwan- 30 375 Liirgen 3
deln, betrachtet man den 24 Beispiel: 0,375 = 000 — 8
Bruch einfach als Division 60
und teilt den Zahler durch 56
den Nenner. 40 Beispiel mit unendlich vielen Nachkommastellen:
o 40 q=0,135135... = 0,135
Ein Beispiel: 0
hred . e 1000 ¢ = 135,135...
5.4.1 Schreibweise ,,Periode _ g = 0,135...
Bei vielen Briichen kommt es bei der Umwandlung in Dezi- 99 ¢ = 135 ‘ 999
3 3 R kiirzen
malzahlen zu unendlich vielen Kommastellen: 5 = 0,111... = g¢q = % = %
5.6 Zusammenfassung der Regeln zur Bruchrechnung
1 1 s a a
Wie bei den Tortenstiicken gilt: % =a g =1a Dividieren T e
53_8.¢_6d_oad
. a a-c s b d b c b-c
Erweitern 773
- C . a\ ¢ a’
. Potenzieren (7) = —
.. a a:c b Bhe
Kiirzen - = —
b e d b
b a-b a Addieren, %ig:g—diﬂ
Multiplizieren a--=——=—"-b% Subtrahieren '
c c c
a ¢ _a-c _a-dEe-b
b d b-d b-d
Aufgaben
1. Schreiben Sie ein Rezept, wie man Dezimalzahlen in Briiche umrechnet.
2. Sortieren Sie folgende Zahlen und Briiche nach ihrem Wert.
1 12 5 3 60 52 3 39 0,25 e 1500 0,25 9.9 1 15
3 O % 0§ 7™ o9 11 1 s 062 FF o = 00 o4 198 T 3m 0.0

. 2
3. BerechnenSle:a)4-% b)%—i—% c) (%) d)%—% 6)1—52:% f)j%—&-% g)%-%*%-%

4. Wandeln Sie folgende Briiche in Dezimalzahlen und die Dezimalzahlen in Briiche um
a) £ b) 15 ¢ 15 d) 2% e) o5 f) £ g) 2 h) 0,11) 21,34 ) 0,125 k) 0,100 1) 45, 6123456
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6 Dreisatz

Der Dreisatz ist eine Sorte von Mathematikaufgaben,
die wirklich jeder Mensch in seinem Leben stdndig brau-
chen wird; sei es beim Einkaufen, beim Kochen nach Re-
zept und in vielen anderen Situationen. Beim Dreisatz geht
es immer um das Verhéltnis zweier unterschiedlicher Gro-
fen, hier Grofe A und Grofe B: Man unterscheidet zwei
Fille:

Proportionaler Dreisatz liegt vor, wenn sich aus ei-
nem Sachverhalt ergibt: ,Wenn sich Gréfe A verdoppelt,
verdoppelt sich auch Gréfe B¢ oder ,Wenn sich Grofe A
halbiert, dann halbiert sich auch Grofe B*. Mathematisch

kénnte das so formuliert werden: 4L = 42 gder 41 = L1
B1 Bo

A2 - By *
Antiproportionaler Dreisatz lisst sich immer so for-
mulieren: ,Verdoppelt sich die Grofe A, so halbiert sich
Grofe B oder umgekehrt. Das heifst mathematisch: A; -

— . AL _ By
Bl —A2 B2 oder A, — B

Ein Beispiel fiir proportionalen Dreisatz 2kg
Apfel kosten 1,10€. Wie viel kosten 3, 6kg Apfel?

Losung 1: Wenn sich das Gewicht der Apfel verdop-
pelt, kostet das auch doppelt so viel, daher ist dies ein
proportionaler Dreisatz. Fiir die gesuchte Grofie wird ein
x eingesetzt: Losungsvariante 1: Stelle die Verhéltnisse als
Bruch dar und 16se nach x auf:

1,10€ - 3,6kg
2kg

1,10€ =z

= 1,98€
2kg  3,6kg ’

‘~3,6kg:>x:

Loésung 2: mit einer Tabelle

Apfel Euro
2 2keg | L,10€ 2 =g —1,08€
a6 kg | 0,55€ 3 PR
’ 3,6 kg X ’

Ein Beispiel fiir antiproportionalen Dreisatz
Eine 25-kopfige Gruppe plant eine Reise mit einem Bus.
Jeder muss 24€bezahlen. Es werden aber 5 Personen
krank. Daher muss das Geld fiir den Bus nun von 20 Per-
sonen bezahlt werden. Wie viel muf jede der 20 Personen
nun zahlen?

Losung Da der Bus einen festen Preis kostet, gilt:
Fahren doppelt so viel Personen mit, dann zahlen sie pro
Kopf nur die Hélfte (vorausgesetzt der Bus ist grof genug).
Halbiert sich die Personenzahl, dann verdoppelt sich der
Preis pro Kopf. Also ist dies ein antiproportionaler Drei-
satz.

Losung 1: Stelle die Verhéltnisse als Produkt dar und
16se nach x auf:

25.24€

95.24€ = 20 -
. 20

120 = = 30€

Losung 2: Mit einer Tabelle

Personen | Euro
: 25 25 24€ 25 = ax = 30€
1 600€ g r=20
-20 : 20
20 X

In der Tabelle wird beim antiproportionalen Dreisatz
also auf der rechten Seite die jeweils umgekehrte Rechen-
operation der linken Seite durchgefiihrt.

Weitere Beispiele:

e Fir eine Pizza fiir 6 Personen braucht man Mehl.
Wie viel braucht man fiir 14 Personen?

e Ein Schwimmbecken wird von 3 Pumpen in 2 Stun-
den gelehert. Wie lange brauchen 5 Pumpen dazu?

10
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7 Prozentrechnung

7.1 Die Bedeutung des Prozentzeichens

Wenn man das Verhéltnis zweier Grofen abschitzen
mochte, verwendet man Prozentrechnung: 32 Menschen
verhalten sich zu 80 wie 40 zu 100. Das Prozentzeichen %
ist dabei keine Einheit, wie Gramm oder Meter, sondern
es bedeutet eine Rechenoperation: ,,-1/100“ oder ,,-0,01%.
Das Prozentzeichen heifst ibersetzt ,,pro hundert®.

0% bedeutet: Teile durch hundert oder multipliziere
mit 0,01

Beispiele:

e 100% = 103 =100-0,01 =1
e 25% =2 =1-025

100 = 4
o 7% = 115 =0,07
¢ 0,1% = & = 0,001

Hier ist noch einmal die Gelegenheit Werbung fiir Brii-
che zu machen: ,20% des Stromes kam 2011 aus erneuerba-
ren Energien“ ist weniger anschaulich als 7,% des Stromes
.. Oft ist es deutlicher, wenn man eine etwas ungenauere
Angabe macht. Die Aussage ,,35% der Bevolkerung ist un-
zufrieden mit seiner Regierung“ wére klarer, wenn es hiefie:
,Mehr als ein Drittel der Bevolkerung ist unzufrieden mit

seiner Regierung* oder ,Jeder dritte ...
Eine iibliche Aufgaben zur Prozentrechnung ist:

17 von 25 Schiilerinnen haben in einer Klas-
senarbeit eine Eins oder eine Zwei geschrieben.
Wie viel Prozent sind das, wie viel wiren das
von 1007

Bei der Prozentrechnung gilt es grundsétzlich, drei
Zahlen auseinander zu halten:

Der Grundwert ist die Grundgesamtheit (,das was zu-
erst da war“). In diesem Beispiel GW = 25 Schiilerinnen.

Der Prozentwert ist die Zahl, die mit dem Grundwert
verglichen wird, das ist hier PW = 17.

Der Prozentsatz ist der Vergleichswert zu 100: 17 zu
25 verhilt sich wie 68 zu 100, also P.S = 68.

7.2 Losung mit Dreisatz

Prozentrechnung lésst sich immer mit dem Dreisatz 16-
sen:
T 17 17-100
xTr = =

r o 68
100 25 2%

7.3 Lo6sung mit einer Gleichung

Bei der Prozentrechnung geniigt es, sich eine Gleichung
zu merken, wenn man in der Lage ist, diese nach der ge-
suchten Grofe umzustellen:

_ GW-PS

PW
100

Wer sich mit dem Umstellen dieser Gleichung schwer
tut, der muss auch noch diese beiden Gleichungen lernen:

100 - PW

GW = ~—pg

100 - PW

PS=—nr-—
GW

In der Prozentrechnung sind immer zwei der drei Gro-
fen PW, GW oder PS bekannt. Daher ldsst sich die un-
bekannte dritte Grofe mit Hilfe oben stehender Formeln
daraus berechnen.

Aufgaben

e Der Kaffee kostete letzte Woche 2,96€. Nun ist der
Preis um 10% gestiegen. Wie viel kostet der Kaffee
jetzt?

o In diesem Jahr bekommen 5 Schiiler der Klasse 10a
eine 1 in Physik, das sind 25% der Klasse. Wie groR
ist die Klasse?

e 8 von 240 Schiilern der 10-ten Klassen sind Raucher.
Wie viel Prozent sind das?

11
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8 Rechnen mit mehrfachen Minuszeichen

8.1 Subtraktion

Zwei Minuszeichen hintereinander ergeben ein Plus:
2 — (—10) = 12.

Wenn Heinz seinem Freund Peter Schulden (negativer
Betrag) ,wegnehmen“(minus) mochte, dann muss er ihm
Geld geben, also ,plus“. Stehen mehrere Minuszeichen hin-
tereinander, dann gilt wieder von innen nach aufsen:

~(=(~(-1)
= —(-(+D)
= —(-1)
=1

Man kann sich auch merken: Eine gerade Anzahl von
aufeinander folgenden Minuszeichen wird zu Plus und ei-
ne ungerade Anzahl von aufeinander folgenden Minus-

zeichen wird zu Minus.

8.2 Multiplikation

Die Multiplikation zweier Negativer Zahlen ergibt im-
mer eine Positive Zahl, denn Minus mal Minus ergibt Plus:

(—2) - (—8) = 16

Minus mal Minus mal Minus ergibt dagegen das Glei-
che wie Plus mal Minus und das ist Minus:

(-2)-(-2) (-2) =8

Es gilt wieder: Eine gerade Anzahl negativer Fakto-
ren ergibt eine positive Zahl und eine ungerade Anzahl
negativer Faktoren ergibt eine negative Zahl.

9 Punkt- vor Strichrechnung und was noch dazu gehort

Vielleicht das wichtigste Werkzeug zur Strukturierung
mathematischer Terme sind Klammern (siche néchstes
Kapitel). Das Rechnen mit Klammern ist eigentlich ganz
einfach, weil es immer nach den gleichen Regeln erfolgt:

Klammern werden immer zuerst berechnet. I

Gibt es mehrere verschachtelte Klammern, dann wird
immer zuerst die innerste Klammer gelost. Wenn die be-
rechnet und aufgelost ist, gibt es evtl. eine neue innerste
Klammer. Das macht man so lange, bis es keine Klammern
mehr gibt. Dann erfolgt die Potenz-, die Punkt- und die
Strichrechnung. Dies fiihrt zu der Regel:

Mathematische Terme werden nicht von links nach
rechts gelst, sondern von innen nach aufsen.

9.1 Die vollstandige Regel

Genau genommen miisste die Regel also nicht ,,Punkt-
vor Strichrechnung® heiften, sondern:

1. Innere Klammern ...
2. ... vor aufleren Klammern ...
. ... vor Potenz- ...

3
4. ... vor Punkt— ...
5

. ... vor Strichrechnung,.

Diese Regel kennt keine Ausnahme!

Dabei muss beachtet werden, dass die Division zur
Punktrechnung gehért und nicht zur Strichrechnung, ob-
wohl sie oft durch einen Bruchstrich aufgeschrieben wird.

Beispiel

a=2-3— (3% (4—4-36-305+15) 4 3y.9)

Losung:

a= 2-3— (32_(4_4_3(8—3-((},5+l.5))_|_3).2)
= 2.3— (32-(4-4-36"%243).2)
= 2.3— (32-(4-4-36"943).2)
= 2-3— (32-(4-4-324+3)-2)

= 23— (32-(4-4-943)-2)

= 2-3— (32—(4-36+3)-2)

= 2:3— (32-(-29)-2)

= 2-3— (32-(-29)-2)

= 2-3— (9—(-58))

= 2-3— (9+58)

= 2.3— 67

= 6— 67

= -6l

Zur Selbstkontrolle, iiberpriife:

1—(—2—(-3—(—4—(-5—(—6—(~-7—(-8))))))) =6

12



cux

e Mathematische Grundlagen aus der Mittelstufe

10 Rechnen mit Klammern

Klammern werden immer zuerst berechnet. I

Es gibt drei Griinde Klammern zu setzen:

e Wenn die Regel Punkt-vor Strichrechnung umgan-
gen werden soll

e Wenn eine Rechenoperation nicht nur mit einer Zahl,
sondern mit einem ganzen Term vorgenommen wird
(z.B. teilen durch (22 — 4))

e Um zusammenhédngende Aufgabenteile zu kenn-
zeichnen. Diese Sorte von Klammern kann oft auch
weggelassen werden. Ein Beispiel:

(T+3)+(2+8) +(9+1)

Hier sieht man sofort, dass das Ergebnis 30 ist. Oh-
ne Klammern wéire das vielleicht nicht so schnell klar
gewesen.

Ist eine Klammer ein Summand, d.h. es steht ein Plus-
zeichen davor und dahinter geht es mit Plus oder Minus
weiter, dann kann sie auch weggelassen werden.

(7T+3)+(2+8)+9+1)=74+3+2+8+9+1

Aufpassen muss man immer, WENN EIN MINUSZEI-
CHEN VOR DER KLAMMER STEHT! Um in einem sol-
chen Fall eine Klammer aufzulésen, muss JEDES Vorzei-
chen in der Klammer umgekehrt werden und dafiir fallt
das Minuszeichen vor der Klammer weg;:

4—(22-3a—-9+8-2)=
4—22+3a+9-8-2

10.1 Anwenden des Distributivgesetzes,
Ausmultiplizieren und Ausklammern
Zahlen mit Klammern multiplizieren

Wird eine Zahl mit einer Klammer multiplizert wird, dann
muss JEDER SUMMAND in der Klammer mit dieser Zahl
multipliziert werden:

3-(4x—2a+8) =
3-4x—3-2a+3-8=
12z — 6a + 24

Klammern mit Klammern multiplizieren (,,Aus-
multiplizieren*)

Werden zwei Klammen miteinander multipliziert gilt fiir
die Summanden in den Klammern: , JJeder mit Jedem*:

(a+0b)-(c+d) =
a-(c+d)+b-(b+d)=
a-c+a-d+b-c+b-d

Das lasst sich schon veranschaulichen, wenn man bertick-

sichtigt, dass mit a-c die Flache eines Rechteckes der Kan-
tenléngen a und ¢ berechnet wird:

a-d

b b-c b-d

Veranschaulichung des Produktes (a + b) - (¢ + d)

Das gilt natiirlich auch dann, wenn mehr als zwei Sum-
manden in einer Klammer sind:

(x—2)- (2 —3y+7)
=z-2x—-3y+7)—-2-2x—-3y+7)
= (222 — 3wy + Tx) — (4o — 6y + 14)
=222 —3xy + Tz — 4z + 6y — 14
=222 — 3xy + 3z + 6y — 14

10.2 Ausklammern

Ausklammern ist die umgekehrte Operation zum Aus-
multiplizieren. Ein mathematischer Term lésst sich in vie-
len Féllen mit Klammern einfacher schreiben. Wenn ein
Term aus einer Summe von Produkten besteht und in
JEDEM Summand der gleiche Faktor einmal vorkommt,
dann kann man diesen Faktor ausklammern:

Beispiel 8ax — 24a%2%y + 12a®

8-a-r— 24-a? 22 y+ 12 a3
= 2-4-a-2— 6-4-a-a-xz-2-y+ 3-4-a-a-a
= 4-a-( 2-z— 6-a-z?-y+ 3-a® )

also: 8ax — 24ax?y + 12a® = 4a(2z — 6az?y + 3a?)
Man kann auch Klammern ausklammern:

3x(x? — 1) —4(2® — 1) = Bz —4)(z* — 1)

Und man kann auch Dinge ausklammern, die gar nicht in
den Summanden stehen. Manchmal ist dieser kleine Trick
sinnvoll:

1 6 b)
203 — 22 +6x—5=22—- -+ = — =
r° — 2”4 67 x( St x3)

Wichtig ist, dass nach erneutem Ausmultiplizieren der
Klammer der alte Term herauskommt.

Ein Rezept fiirs Ausklammern: Wenn Sie sich fiir
einen Faktor entschieden haben, den Sie ausklammern wol-
len, gehen Sie folgendermafen vor: Schreiben Sei den al-
ten Term in eine Klammer und Ihren Faktor davor. Dann
teilen Sie jeden Summanden dieses Terms durch den vor-
angestellte Faktor und kiirzen so weit Sie konnen:

_ 2.2 3 _ 8ax 24a2:r2y 12a°
8ax — 240’2y 4+ 12a° = 4da(fF — =5 4+ %)

= 4a(2z — 6axy + 3a?)

13
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11

12

Regeln fiir das Rechnen mit Potenzen

Regel

Beispiele

nmal
Definition: @™ = @-a-...-a dabei ist n eine ganze
Zahl und a ist eine beliebige Zahl oder Variable

34-3.3.3.3-3.3.9=3.27=81 ,0-2-2 =",
f(x)- f(z) = f2(x) , sin(z) - sin(x) = sin®(z)

Hoch Eins: a! = a ldsst die Basis unverandert

=7, 2'=2,(a+b)l=a+b

Hoch Null: ° = 1 ist immer gleich Eins

1001° =1, 2% =1, alles” = 1 sogar 0° = 1 (!!)

Multiplikation von Potenzen

m n+m

a) Mit gleicher Basis: a™ - a™ = a

b) Mit gleichem Exponenten: a™ - b™ = (a - b)"

a) 23.20=2.2.2 2.2.2.2=27

b) 4252 =4-4-5-5=4-5-4-5=(4-5)2

Division von Potenzen

Potenzieren von Potenzen a” = (a™)™ = a™™ 52" = 52.52. 52 = 52242 — 532
1 1 1 1
Negative Exponenten: ¢~ " = P 272 = ErRmiE 147° = VR (x—3)72 = m

. . 1 m
Briiche im Exponenten: a» = {/a und a™» = {/a™
. . 1
Oder mit Dezimalzahlen: az = a%°

642 = /64 = 645 =8, 83 = /8 =2, 31 = /35 =
31,25

Addieren oder Subtrahieren von Potenzen lasst sich
nicht vereinfachen

53 4 5%, 3% — 4% lassen sich nicht vereinfachen

Rechnen mit Wurzeln — Wurzeln sind auch nur Potenzen

Wegen der 8. Rechenregel fiir Potenzen, kann man Wurzeln auch als Potenzen schreiben. Es gelten fiir Wurzeln
daher die gleichen Rechenregeln, wie fiir Potenzen im Falle gleicher Exponenten ( 4b) und 5b) )

Es gilt an = {/a (siehe oben) und a = {/a™ also auch fiir die Quadratwurzel: \/a = az = %>

/a- /b= ~/a-b(— Sieche Potenzregeln 8 und 4 a) )

VA9 =V4-9= 136, V8-V27T=V8-27T= V216

(V3 = V&

S
+
S
1

w

iche Potenzregel 9)

Lasst sich nicht anders schreiben. Zuerst die Summe
berechnen, dann die Wurzel ziehen

12.1 Anzahl der Lésungen und Wurzeln von negativen Zahlen

3.3 =9 und (-3) - (—3) = 9 Daraus folgt, dass es

fir v/9 zwei Losungen gibt, 3 und —3 . Eine abkiirzen-
de Schreibweise dafiir ist v/9 = +3 . Es gibt aber keine
Quadratwurzel von negativen Zahlen, wie v/—9 . Wenn
der Wurzelexponent gerade ist, dann gibt es keine

Losung fiir negative Zahlen.

Das ist anders bei einer dritten Wurzel: (—2) - (—2) -

(—2) = —8 also ist /-8 = —2 . Wenn der Wurzel-
exponent ungerade ist, kann man auch die Wurzel
aus negativen Zahlen berechnen. Dann gibt es als Er-
gebnis aber nur eine Losung

14
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13 Zehnerpotenzen und Gleitkommazahlen

Eine der hiaufigsten Anwendungen von Potenzen ist die
Darstellung sehr grofer und sehr kleiner Zahlen mit Zeh-
nerpotenzen.

Die Zahl 10000 kann auch als 10-10-10- 10 = 10* ge-
schrieben werden. Genauso kénnte man 230000 als 2, 3-10°
schreiben. Das geht auch bei kleinen Zahlen: 0,000007 =

7.0,15=7- ()" =7 15 =7-10".

13.1 Gleitkommazahlen

In der Gleitkommadarstellung wird jede Zahl als ein
Produkt von einer Kommazahl zwischen 1 und 10 mit ei-
ner Zehnerpotenz geschrieben.

Das hat den Vorteil, dass man an Hand der Zehnerpo-
tenz sofort die Grofenordnung einer Zahl erkennen kann:
Handelt es sich um Hunderte oder Tausende oder nur um
Millionstel?

Beispiele:

2102300 = 2,1023 - 105 oder 0,009876500 = 9, 8765 - 10~3

13.2 Faustregeln:

Wird eine Zahl umgewandelt, die grofer als 10 ist,
dann ist der Exponent der Zehnerpotenz die Anzahl Stel-

1234
len vor dem Komma minus 1 : 84257, 67 = 8,425767 - 10*
1234
oder 50000,0 = 5,0-10*
Bei kleinen Zahlen zéhlt man einfach die Nullen, ein-

schliefslich der Null vor dem Komma. Das Ergebnis ist der
negative Exponent der Zehnerpotenz:

123 .
e 0,0012=1,2-1073
1
¢ 0,8=8-10""!
456

123 .
e 0,00000231 = 2,31-10~°

12
e 0,03004 = 3,004 - 102

13.3 Tabelle der internationalen Vorsilben fiir GroBenordnungen

In der Technik haben viele hdufig verwendete Zehnerpotenzen einen Namen bekommen. Hier ist eine Auswahl

davon:
Zehnerpotenz Vorsilbe
1=10°
10 = 10*
100 = 10-10 = 102 h = Hekto
1000 = 10-10-10 = 10> k = Kilo
1000 000 = 106 M = Mega
1.000 000 000 = 10° G = Giga
1 000 000 000 000 = 10'2 T = Terra

13.4 Beispiele
Lichtgeschwindigkeit: ¢z ~ 3 - 1082 = 3. 10° 52

14 Rechnen mit Einheiten

Insbesondere wenn Potenzen im Spiel sind, geschehen
beim Umrechnen von Einheiten haufig Fehler: Es gibt eine
Standardregel, die immer funktioniert:

Ignoriere zuerst alle Zahlen und ersetze zunéchst nur
die Einheiten, wenn n6tig mit Zehnerpotenzen. Erst
dann wird alles zusammengerechnet:

Zehnerpotenz Vorsilbe
0,1:%210_1 d = dezi
0,01 = ﬁlz ﬁ 1: 102 _3 c= cegti.
0,001 = 1566 = 107010 = 10 m = milli
0,000001=10""° 1 = mikro
0,00 0000001 = 10~° n = nano
0,00 000 000 000 1 = 10~12 p = piko

Gewicht der Erde: Mg ~ 5,974 - 10**kg = 5,974 - 10!t = 5,974 - 10°T't (Tt = Terra-Tonnen)
Mittlerer Radius der Erde: (Der Radius ist der halbe Durchmesser)R g4 ~ 6,4 - 10%m = 6,4 - 10%km
Radius eines Goldatoms: Rgolq &~ 1,4 - 107%m = 0, 14nm (nm = Nanometer)

Radius einer Mandarine: Rasandarine = 5,0 1072m = 5¢m

Wie viel sind 250m2 in km? ?

Ersetze daher m durch (1555km)

Beispiel:

1m = km

_1
1000
250m? =250 (1osskm)” = 250 - (10~3km)?2
=2,5-10%-(107%)2 - km?

=2,5-102-1076 - km?
=2,5-102%km? = 2,5- 10 *km?

15
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15 Gleichungen

15.1 Das Gleichheitszeichen

Das Gleichheitszeichen ist vielleicht das wichtigste Zei-
chen der Mathematik. Es steht zwischen zwei GLEICHEN
Ausdriicken. Wenn auf der einen Seite des Gleichheitszei-
chens etwas verdindert wird, dann MUSS die gleiche An-
derung auch auf der anderen Seite erfolgen.

15.2 Erlaubte Umformungen

Eine Gleichung ldsst sich gut mit einer Balkenwaage im
Gleichgewicht vergleichen. Wenn nur auf der einen Seite
etwas hinzugefiigt wird, dann kommt sie aus dem Gleich-
gewicht. In Gleichungen werden logische Sachzusammen-
hénge mathematisch formuliert. In der Regel gibt es eine
oder mehrere Variablen in einer Gleichung. Das Ziel ei-
ner Rechnung ist, eine Gleichung nach einer der Variablen
aufzultsen:

Beim Umformen einer Gleichung sind fast alle ma-
thematischen Operationen erlaubt, wenn sie auf bei-
den Seite des Gleichheitszeichens in gleicher Weise
durchgefiihrt werden.

15.3 Aquivalenzumformungen

Wer ganz sicher gehen mochte, setzt beide Seiten der
Gleichung erst einmal in Klammern und wendet auf diese
Klammern die nétigen mathematischen Operationen an.
15.3.1 Mogliche Umformungen einer Gleichung:
Beide Seiten der Gleichung...

. mit etwas addieren

. mit etwas subtrahieren

. mit etwas mltipliziere

. mit etwas dividieren

. in eine Funktion einsetzen (z.B. mit einer Zahl po-

tenzieren oder Wurzel ziehen)

Beispiel: Die Telefonrechnung von Hagar betrégt im Fe-
bruar 12,30€ . Die Grundgebiihr ist 2,40€ und eine Ge-
sprachseinheit kostet 0, 30 m€in . Hagar weifs nicht, wie viel

Minuten er telefoniert hat: Es gilt

12,30€ = 0,30€/min - x + 2,40€

. Da er die Anzahl der Minuten nicht kennt, wurde da-
fiir ein x in die Gleichung eingesetzt. Das Ziel ist nun, die

Gleichung so zu verdndern, dass links vom Gleichheitszei-
chen das x steht und alles andere auf der anderen Seite.
Damit die Rechnung iibersichtlicher wird, werden im Wei-
teren alle Einheiten weggelassen:

12,30 =0,30-2+2,40 | —2,40

12,30 —2,40 =0,30-z

9,90 =0,30-z

9,90 =0,30-z | :0,30

9,90 _

0,30 =T

33 =z ‘ Seiten vertauschen
T =33

15.3.2 Losbarkeit von Gleichungen

Grundsétzlich gilt, wenn bei der Losung einer Gleichung
ein Widerspruch auftaucht, gibt es keine Losung fiir diese
Gleichung;:

Beispiel: x+ 6 = 2 — 5 Wenn von beiden Seiten ein x
abgezogen wird, dann folgt= 6 = —5 Dies ist ein Wider-
spruch und das wird mit einem Blitz symbolisiert: 4

Wenn eine Losung gleich Null ist, dann ist dies eine
vollwertige Losung und kein Widerspruch:

Beispiel:
=z=0

3z—5-2=0=2-3-5)=0=z-2=0

Beispiele fiir mathematische Widerspriiche
e Gleichsetzen, was nicht gleich ist: 6 =0 = 4

e Quadratwurzel aus negativen Zahlen: v/—9 = 4

15.4 Lineare Gleichungen
lineare Gleichungen erkennen

Bei linearen Gleichungen tritt die gesuchte Variable ohne
einen Exponenten auf. Folgende Gleichungen sind linear
beziiglich x:

2-x—3=4
42.0=3-2-5
2-a*-z-3=x

3-2% —x = 6 ist keine lineare Gleichung beziiglich x,
weil das 22 einen Exponenten in = hat. Weil der Exponent
hier eine Zwei ist, ist diese Gleichung eine quadratische
Gleichung (siehe néachstes Kapitel).
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15.5 Quadratische Gleichungen

Wenn die gesuchte Variable in einer Gleichung im Qua-
drat auftaucht, liegt eine quadratische Gleichung vor. Das
Besondere an quadratischen Gleichungen ist, dass sie in
der Regel zwei Losungen haben.

Eine quadratische Gleichung enthélt die gesuchte Va-
riable im Quadrat und oft auch zusétzlich noch in einfa-
cher, d.h. in linearer Form:

4.2 +4-0=-8

Quadratische Gleichungen lassen sich immer in die Nor-
malform bringen:

P +p-r+qg=0

In der Normalform steht vor dem z? keine Zahl und
auch kein Vorzeichen. Erst wenn die Normalform ge-
bildet ist, darf zur Losung einer quadratischen Gleichung
die sogenannte p-q-Formel! angewendet werden:

p-g-Formel

$1$2 = —g +

Beispiel:

= —4-2°+4-2+8 =0

Normalform bilden heifit hier, durch (—4) zu teilen:
=2222=0

Hier ist p= —1 und ¢ = —2
Einsetzen in die p-g-Formel:

21y =-SH+,/1 (-2
=1+4/7+2
:%iﬁ
=3+3
:>x1:%+%:%:2undx2:§f§:—%:—l

Sonderfall p =0

Wenn in der Normalform p = 0 ist, so ist es nicht nétig,
die p-g-Formel anzuwenden.

Beispiel: 22 —6,25 =0
=22 =6,25
= T12 = £6,250=%£2,5
1Sie finden diese Formel auch héufig in der Form: z1 2 = —g +

Sonderfall erste oder zweite binomische Formel

Laésst sich eine Gleichung als erste oder zweite binomische
Formel gleich Null setzen, so gibt es nur eine Losung der
quadratischen Gleichung:

Beispiel: 2?2 +14-2+49 =0
=(@-72 =0
=z—-7 =0

Dann ist die einzige Losung x = 7

Andere Losungsformeln Oft wird das Normalisieren
der quadratischen Gleichung vergessen. Es gibt auch Glei-
chungen, die ohne Normalisieren auskommen, wie die
Mitternachtsformel. Gegeben ist eine Gleichung der
Form

a-2*+b-r+c=0

dann sind die Losungen dieser Gleichung:

Mitternachtsformel

—b+ vVb2-4ac

2= 2a

Diese Losungsformel hat ihren Namen von der etwas
veralteten paddagogischen Idee: Man miisse einen Schiiler
um Mitternacht aus dem Bett holen kénnen, und er miisste
sofort in der Lage sein diese Gleichung aufzusagen.

Ausgehend von der Gleichung a- 22 +b-z+c = 0 kann
man sich statt der Mitternachtsformel auch eine einfachere
Gleichung merken:

b2 — 4ac

2ax + b=+

Diese Gleichung muss noch nach & umgestellt werden,
was zur Mitternachtsformel fithrt. Wer schon Differenzial-
rechnung kennt, wird auf der linken Seite der Gleichung die
Ableitung des quadratischen Ausgangsterms entdecken.

Tatséchlich ist fiir diejenigen, die sicher lineare Glei-
chungen umstellen kénnen, diese letzte Losungsformel fiir
quadratische Gleichungen wohl am einfachsten zu hand-
haben.
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16 Losen von Gleichungssystemen mit zwei Variablen

16.1 Gleichungssysteme

Wenn mehr als eine Variable berechnet werden soll,
dann braucht man mehrere Gleichungen. Dazu gilt die
Faustregel:

Um eine Losung fiir mehrere Variablen zu finden, be-
notigt man so viel (unterschiedliche) Gleichungen, wie
es Variablen gibt.

Mehrere Gleichungen fiir mehrere Variablen sind ein
Gleichungsssystem.

Beispiel: Ein Hotel hat 50 Zimmer, darunter sind
Zweibett- und Dreibettzimmer. Mit 118 Gésten wire das
Hotel ausgebucht. Wie viel Zweibettzimmer (Z) und wie
viel Dreibettzimmer (D) gibt es?

Zwei Informationen lassen sich hier in Gleichungen fas-
sen: Die Anzahl der Zimmer und die Anzahl der darauf
verteilten Menschen:

A) Z+ D =50 und
B) 2-Z+3-D=118

Es gibt drei gleichwertige Verfahren, so ein System aus
linearen Gleichungen zu 16sen:

16.2 Losen linearer Gleichungssysteme

Wenn mehrere Gleichungen mit mehreren Variablen
vorliegen, besteht die Losung immer darin, jeweils eine
Gleichung mit nur einer Variablen zu erzeugen. Diese
kann einfach ausgerechnet werden. Dazu muss jeweils ei-
ne Variable ,eliminiert“ werden. Genau dazu dienen die
folgenden Verfahren.

16.2.1 Einsetzungsverfahren

Bei diesem Losungsverfahren wird eine Gleichung wie sie
ist oder auch umgeformt in die andere Gleichung einge-
setzt: Gleichung A) kann umgeformt werden zu

Z =50-D.

Diese Gleichung erlaubt es uns, in Gleichung B) jedes
Z durch 50 — D zu ersetzen:

B) 2-50—D)+3-D =118
=100—-2-D+3-D =118
=D =18

Mit Z = 50 — D folgt daraus Z = 32

16.2.2 Additions-/Subtraktions-Verfahren

Man darf, um eine Variable ,loszuwerden®, auch eine Glei-
chung - wie sie ist oder auch umgeformt - zur anderen
Gleichung addieren oder sie von einander abziehen:
Wird Gleichung A) mit (—2) multipliziert so ergibt
sich:
—-2-7Z-2-D=-100

Wird diese Gleichung zur Gleichung B) addiert, fallt
die Variable Z heraus und D kann berechnet werden:

-2-Z -2 D =-100
2-Z 43 D = 118
D =18

Nun D = 18 in Gleichung A) einsetzen:
Z+18=50 =Z=50—-18=32
16.2.3 Gleichsetzungsverfahren

Oft liegen Gleichungen schon so vor, dass sie nach einer
Variablen aufgelost sind. So konnten Gleichungen A) und
B) auch folgendermafen umgeformt werden:

A) Z=50— D und
B) Z=59—1,5D

Die rechten Seiten der Gleichungen sind beide so grof$
wie die Variable Z . Also kann man sie gleichsetzen:

50-D =59-1,5D +1,5D
50—-D+1,5D =159 —50
= -D+1,5D =59-50

=0,5D =9 \ -2

=D =18

Jetzt kann in einer der Gleichungen A) oder B) fiir D
eine 18 eingesetzt werden um auch Z zu bestimmen.
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17 Losungen

Loéungen zur Mengenlehre

1. Die Menge der natiirlichen Zahlen ist Teilmenge der Menge der ganzen Zahlen, die Menge der ganzen Zahlen ist
Teilmenge der Menge der rationalen Zahlen und die Menge der rationalen Zahlen ist Teilmenge der Menge der reellen

Zahlen.

2.

a) M=C\(AuUB)

b) M=Cn(AUB)

c) M=(B\C)U(ANBNCQ)

Hier sind auch andere Formulierungen moglich.

& &

g

4. A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} B = {5,6,7,8,9,10} C = {0,2,4,6,8,10,12,...}

a) ANDB=1{56,7,8,9,10}

b) BUC = {5,6,7,8,9,10,12,14,16,...}
¢) B\C={57,9}

d) AUB=AweilBC A

e) (ANB)\C ={1,3,57,9}

f) BNC

Loésungen zur Bruchrechnung

1. Rezepte zur Umrechnung von Briichen in Dezimal-
zahlen

a) Dezimalzahlen mit einer festen Anzahl von Kommas-
tellen:

— Zahlen Sie die Stellen hinter dem Komma. Die-
se Anzahl nennen Sie n .

— Schreiben Sie nun die Dezimalzahl ohne Kom-
ma auf einen Bruchstrich und unter den Bruch-
strich die Zahl 10™. 10™ ist eine Zahl die vorne
eine Eins hat und dahinter n Nullen.

— Kiirzen Sie diesen Bruch so weit wie mdglich.

b) Dezimalzahlen mit einer Anzahl periodisch wieder-

kehrender Zahlen

— Geben Sie ihrer Dezimalzahl einen Namen, zum
Beispiel ¢

— Zghlen Sie die Anzahl der Stellen, die sich pe-
riodisch wiederholen. Diese Anzahl nennen Sie
m.

— Multiplizieren Sie ¢ mit 10™ | einer 1 gefolgt
von m Nullen.

— Nun haben Sie ein Gleichungssystem. Sie zie-
hen die Gleichung ¢ = ... von der Gleichung
q-10m™ = ... ab

g-10m = ..

q = ...
10m —1)g = ..

Nun stellen Sie noch die Gleichung nach q um:
_ 10™-q—q
4= Tom_1

— Kiirzen Sie den Bruch so weit wie mdglich.

2. Sortieren Sie folgende Zahlen und Briiche nach ihrem

Wert.

15

2

6 _ 52 025 _ 99 _ 5
27 7271047 05 T 198
5 _ 60 _ T _ 0.2

§ =96 = 0,625= % T 04
0.75 =3 =12 _ 39 _ 1 _ 1500
10T 4 T 16 T 52 T 4 T 2000

3. Berechnen Sie:
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2 2 268 _
o (3) =3-2=%=1 d) fo00 = 0,268
4_2_ 12 _ 10 _ 2
ds-5=65-"15=1 e) 1A — 0,046
12,16 _ 12 15 _ 15 12 _ .3 _ 9
© 5 i15=% 6= 16-5 11 f) -9
£y 3.1,.5_3.5_9 2 _29 _
)i z3ts=s5t6=aa 5= 2 g) 26 =273
)Q.l_l.gzi 2 _9 4 _ 5
8) 2°6 736~ 12 18 36 36 36 1
h) ¢g=3
4. Wandeln Sie folgende Briiche in Dezimalzahlen und ) ¢ = 2us
die Dezimalzahlen in Briiche um 99
: _ 125 _ 1
a) T =0,875 3) 0,125 = 3550 = 5
_ 100
b) & =04 k) ¢ = 559
) =073 ) o= g2

20



